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１． 背景と目的 

カプセル（粘弾性膜で包まれた液滴）は，細胞の力

学モデルとして広く用いられている．そこでは，膜の

面外曲げ変形による弾性エネルギーが曲率の関数とし

て記述される．その代表は Helfrich(1)の等方曲げ連続体

モデルであり，自由エネルギーが 

 𝑊𝐵 = (𝐵/2) ∫ (2𝐻 − 𝐶0)2𝑑𝐴
𝐴

  (1) 

と記述される．ここで， 𝐻 = (𝐶1 + 𝐶2)/2は平均曲率，𝐶1

と𝐶2 (𝐶1 ≥ 𝐶2)は主曲率，𝐶0は無応力時の曲率，𝐵は曲

げ剛性，𝐴は膜面である．一方，三角形分割された膜面

を用いる計算では，式(1)の離散近似モデルとの位置づ

けで，隣接する２つの三角形要素間のポテンシャルを

使うこともある(2),(3)．本研究では，連続体モデルと離散

モデルがそれぞれ示すカプセルの変形挙動の違いを数

値シミュレーションで検討した． 

 

２． カプセルの力学モデル 

２．１ 面内弾性変形モデル カプセルの膜面は，三角

形要素で分割する．膜の面内弾性変形は neo-Hookean

則： 

𝑇1 = 𝐺[𝜆1
2 − 1 (𝜆1𝜆2)⁄ ]/(𝜆1𝜆2)   (2) 

によって表す．ここで，𝑇1は主合応力，𝜆1と𝜆2 (𝜆1 ≥ 𝜆2)

は主ストレッチ，𝐺はせん断弾性係数である．もう一つ

の主合応力𝑇2は指標1と2を交替した形で得る． 

２．２ 面外曲げ弾性変形モデル 膜の面外曲げ弾性変

形について，問題の単純化のため，式(1)において𝐶0 = 0

とした式： 

𝑊B = 2𝐵 ∫ 𝐻2𝑑𝐴
𝐴

   (3) 

を本報における Helfrichの連続体モデル(C)とする．ま

た，三角形分割された膜面に対して２つの離散モデル

を考える．１つは，Kantorと Nelson(2)が提案したモデ

ル(KN)で，曲げ変形による自由エネルギ―は 

𝑊B
KN = 𝑘B ∑(1 − 𝒏𝑙1

∙ 𝒏𝑙2
)

𝑁𝑙

𝑙=1

= 𝑘B ∑(1 − cos𝜃𝑙)

𝑁𝑙

𝑙=1

  

(4) 

と表わされる．ここで，𝒏𝑙1
と𝒏𝑙2

は辺𝑙を挟んで隣接す

る２つの三角形1と2それぞれの外向き法線ベクトル，

𝜃𝑙は𝒏𝑙1
と𝒏𝑙2

のなす角，𝑁𝑙は膜面𝐴上の辺の総数，𝑘Bは

定数である．式(4)を式(3)の近似モデルと考える際は，

球形カプセルを仮定すれば，十分な要素分割において

𝑘B ≅ 2√3𝐵(4)となるため，次章では𝑘Bの代わりに等価曲

げ剛性𝐵 = 𝑘B (2√3)⁄ を使う． 

もう１つの離散モデルとして，Jülicher(3)のモデル(J)

を考える．このモデルでは，節点𝑖における全平均曲率

(total mean curvature) 𝑀𝑖を使って式(5)を近似した自

由エネルギー： 

𝑊𝐵
J = 2𝐵 ∑ ((𝑀𝑖)

2/∆𝐴𝑖)
𝑁v
𝑖=1    (5) 

を用いる．ここで，∆𝐴𝑖は節点𝑖が受け持つ膜面積，𝑁vは

総節点数を表す．節点𝑖の全平均曲率𝑀𝑖は，𝑖に近接の辺

𝑙𝑖の長さ𝐿𝑙𝑖
と三角形要素が辺上でなす角度𝜃𝑙𝑖

を用いて 

𝑀𝑖 = 
1

4
∑ 𝐿𝑙𝑖

𝜃𝑙𝑖𝑙𝑖
    (6) 

と計算される(3)． 

２.３ 体積制約 カプセル全体の体積𝑉を参照値𝑉0に制

約するため，ペナルティ関数を力学解析で用いる． 

𝛤V = (𝑘V/2)[(𝑉 − 𝑉0)/𝑉0]2𝑉0   (7) 

ここで，𝑘Vはペナルティ係数である． 

 

３．数値計算法 

 膜の変形は，第２章の構成式に応じた弾性力を膜面

上に発生させる．この力を，節点𝑖における代表節点力𝑭𝑖

として求める(5)．式(2)による面内弾性力については，

線形の形状関数を使う有限要素法にしたがい，まず，

各三角形要素における要素節点力を求め，その後，節

点𝑖に近接する要素の要素節点力を足し合わせて節点力

𝑭𝑖を求める．面外曲げ弾性力について，式(3)の連続体

モデルについては，式(3)と等価な局所の平衡方程式(6)

を解いて表面力密度𝒒𝐵
(7)を計算し，節点が受け持つ面積

で𝒒𝐵をスケーリングして節点力𝑭𝑖を求める．エネルギ

ー形の式(4)と式(5)の離散モデル，さらに式(7)の体積制

約条件に対する力𝑭𝑖は，節点の位置ベクトル𝒙𝑖に関する

エネルギーの偏微分を解析的に行い計算した(5)． 
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４．カプセル変形の力学シミュレーション 

３つの面外曲げ弾性モデル（連続体モデル C および

離散モデル KN と J）に応じたカプセルの変形挙動を

調べるため，単純せん断流れ場に置かれた球形カプセ

ルの変形シミュレーションを行う．カプセルの半径を𝑎，

無限遠の速度を𝒖∞ = ( 𝛾̇𝑦, 0, 0)，せん断速度を𝛾̇，粘度

を𝜇とし，カプセル内外の流体の粘度比を1とする．面

内弾性変形については，無応力時の膜形状を球とした．

体積制約については，式(7)中の定数を𝑘𝑉 = 𝐶𝑉𝐺/𝑎かつ

𝐶𝑉 = 200とする．これらのパラメタにより，カプセル

の変形はキャピラリー数Ca = 𝜇𝛾̇𝑎 𝐺⁄ と，せん断弾性係

数𝐺に対して無次元化された曲げ剛性𝐵̂ = 𝐵 (𝑎2𝐺)⁄ で決

定される． 

Stokes 流れを仮定し，境界要素法を用いて膜変形と

粘性流れの連成計算を行う(5)．膜面上の三角形要素の数

は4604，時間刻み∆𝑡は𝛾̇∆𝑡 ≤ 10−4Caとする．カプセル

の変形は形状パラメタ𝐷12 = (𝐿1 − 𝐿2) (𝐿1 + 𝐿2)⁄ で定量

化する．ここで，𝐿1と𝐿2(𝐿1 ≥ 𝐿2)は，それぞれ，カプセ

ル形状の近似楕円体をせん断面に投影して出来る楕円

の長軸と短軸の長さである． 

 

５．シミュレーション結果 

 せん断流れ場に置かれた球形カプセルは，時間と共

に伸張変形し，やがて定常な変形状態となった(Fig. 1)．

これを反映して，変形パラメタ𝐷12は，初期に増加した

後で一定値𝐷12
∞に収束した(Fig. 2)．いずれの曲げモデル

においても，変形は，曲げ剛性𝐵̂が大きいほど小さくな

った．離散モデル J によるカプセルの変形は，連続体

モデル Cによる変形と良く一致した．一方，モデル KN

によって得られた変形は，モデル C の変形とは異なっ

た．たとえば，𝐵̂が小さい時は，モデル KNはモデル C

より小さな変形を示し，𝐵̂が大きい時は，より大きな変

形を示した(Fig. 3)． 

 

６．今後の計画・展望 

 膜の変形が比較的小さい場合では，膜の力学におけ

る曲げ変形の重要性が相対的に大きいので，本報で示

した曲げモデルの性質の違いには注意が必要と考えら

れる．今後の課題として，膜の曲げ変形が重要となる

計算バイオメカニクス的なトピックスについて，離散

モデル Jを用いたパラトリク計算を進める． 
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Fig. 1. Deformation of spherical capsule under shear 

flow at normalized time 𝛾̇𝑡 = 0 , 0.5  and 1  ( Ca =

0.60 and 𝐵̂ = 0.1 with C model). 

 

 

 

Fig. 2. Time course of the change in shape parameter 

𝐷12 for capsule deformation under shear flow at 0.60, 

illustrating the effect of the bending models on 
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spherical capsule deformation under shear flow. 

Simulation data are plotted for models of C (black 

solid lines), KN (blue dashed lines) and J (red short 

dashed lines) at 𝐵̂ = 0.05 , 0.1 , 0.2, and 0.4 . Also 

illustrated are the simulation data at 𝐵̂ = 0 (black 

dot-dashed lines). The arrows denote the direction of 

increasing 𝐵̂. 

 

 

 

Fig. 3 Steady-state shape parameter 𝐷12
∞  as a 

function of the relative bending rigidity 𝐵̂  for 

models of C (black solid lines), KN (blue dashed 

lines) and J (red short dashed lines) at Ca = 0.60. 
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